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ЧИСЕЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК РІВНЯНЬ ДИНАМІКИ КОАКСІАЛЬНО-ЛІНІЙНОГО ДВИГУНА З 
ПОСТІЙНИМИ МАГНІТАМИ 

На основі вісесиметричної інтегро-диференційної математичної моделі коаксіально-лінійного двигуна з постійними магнітами розроблено 
алгоритм сумісного чисельного розв’язку нестаціонарної електромеханічної задачі з розрахунку вихрових струмів в масивних провідниках, 
його динамічних та енергетичних характеристик. 
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Вступ. Головною особливістю режимів роботи 

лінійних двигунів є неможливість одночасного вико-
ристання всіх контурів вторинної обмотки системи 
(обмотки статора). Це призводить до появи перехід-
них процесів у первинних та вторинних контурах на 
протязі всього робочого циклу двигуна і, як наслідок, 
збільшення втрат у крайових зонах магнітопроводів, 
зменшення ККД та коефіцієнта потужності.  

Електромеханічні процеси, які протікають в коа-
ксіально-лінійному двигуні після підключення його 
статорної обмотки до мережі, описуються складними 
системами інтегро-диференційних рівнянь (інтеграль-
ними за просторовими змінними, диференційними за 
часом) [1,5] розв’язок яких можливий лише чисель-
ними методами [6]. 

Різноманітність конструктивних рішень лінійних 
електричних машин спричиняє необхідність аналізу 
електромеханічних процесів в них з метою подальшо-
го визначення оптимальних геометричних та електро-
фізичних параметрів, режимів їх роботи. 

При розробці конструкцій лінійних електричних 
машин і режимів їх роботи важливу роль відіграє ма-
тематичне моделювання впливу технологічних і конс-
труктивних параметрів електротехнічних пристроїв на 
зв’язані електромагнітні і механічні процеси, що про-
тікають в них. У загальному випадку це потребує ви-
рішення тривимірних крайових задач для рівнянь Ма-
ксвелла в необмеженій неоднорідній області, що міс-
тить геометрично складні феромагнітні і провідні тіла, 
рівнянь руху: 
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Тут E


 – напруженість електричного поля, В/м; 
H


 – напруженість магнітного поля, А/м; B


 – магніт-
на індукція, Тл; 


 – густина струму, А/м3;   – питома 

провідність, См м ;   – абсолютна магнітна проник-

ність середовища, Гн/м; V


 – швидкість руху якоря, 
м/с; m  – маса якоря, кг; g  – прискорення вільного 
падіння, 9,81 м/с2; r  – радіус-вектор положення яко-

ря, м; t  – час, c; гF


 – сила пружності пружин, до яких 
прикріплено якір лінійного двигуна, Н; k  – коефіцієнт 
жорсткості пружин, Н/м; емF


 – сила, що діє на якір з 

боку електромагнітного поля, Н; зF


 – зовнішня сила, 

що діє на якір (навантаження на двигун), Н; дF V
 

 
– демпферна сила, Н;   – коефіцієнт демпфування, 
кг/с. 

В роботі [8] описано розрахунок перехідних про-
цесів в магнітофугальних двигунах. Розглянуті елект-
ромагнітні процеси в лінійних двигунах, конструкція 
яких має осьову симетрію. 

В роботі [7] наведено варіант чисельного алгори-
тму розв’язання рівнянь динаміки магнітофугального 
двигуна. Обґрунтовано доцільність використання ме-
тоду накладань для розв’язання рівнянь. При цьому 
результуюче поле двигуна представляється як сума 
полів, створених окремими елементами конструкції. 

В роботі [6] проведено аналіз електромагнітних 
процесів у коаксіально-лінійному двигуні особливос-
тями конструкції якого є трифазна обмотка статора, 
з’єднання котушок відбувається за схемою з’єднань 
асинхронного двигуна. 

В роботі [3] розглянуто конструкцію двигуна з 
обмотками змінного струму на статорі та обмотками 
постійного струму на якорі. Розроблено математичну 
модель електромеханічного процесу в коаксіально-
лінійному двигуні з допущенням, що магнітопровід 
виконано шихтованим. 

Метою дослідження є розробка алгоритму чисе-
льного рішення нестаціонарної електромеханічної 
задачі та дослідження за його допомогою режимів 
роботи коаксіально-лінійного двигуна з постійними 
магнітами. 

Постановка задачі. На рис. 1 зображена спро-
щена схема коаксіально-лінійного двигуна з постій-
ними магнітами, який складається з співвісно розта-
шованих кільцевих котушок 2wD , постійних магнітів 

wD  та тороідальних сталевих тіл 1D , 2D , 3D  [0, 0] з 
заданою питомою провідністю 1 , 2 , 3 . Якір дви-
гуна складається з масивного неферомагнітного про-
відного осердя 1D , феромагнітних провідних кілець 

2D  з абсолютною магнітною проникністю 2  та зу-
стрічно намагнічених вздовж вісі Oz  постійних маг 
нітів wD  з намагніченістю J


 та закріплено   
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Рис. 1 – Коаксіально-лінійний двигун з постійними магнітами:  
а – спрощена схема; б – меридіанний переріз.

пружинами з жорсткістю k . Статор виконано з маси-
вного феромагнітного провідника 3D  з абсолютною 
магнітною проникністю 3  та розміщених в ньому 
котушок 2wD , які живляться від перетворювача часто-
ти з напругою 2 2 ( )u u t  або від джерела струму зі 
струмом 2 ( )wi t . 

Вісь магнітної системи суміщається з віссю z  
циліндричної системи координат  , ,r z . 

Розрахунок осесимметричного поля достатньо 
виконати, як відомо, в меридіанній площині const , 
оскільки в інших площинах воно буде ідентичним. 

В загальному вигляді система інтегро-
диференційних рівнянь для розрахунку густини ви-
хрових струмів в масивних провідниках та струмів 
намагніченості на границях магнітопроводів має вид 
[1,5]: 
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     0,0Q Q  ,      0,0w wQ Q  , 
   0( ,0)M M  ,  (5) 

де  ,Q t  – миттєве значення густини простого 
шару струмів намагнічування в точці Q  границі фе-
ромагнітних тіл 1 2l l l  ; 

1l  – границя феромагнітних масивних кілець яко-
ря, 

2l  – границя феромагнітного масивного статора 
(рис. 1, б); 

 ,Q t  – миттєве значення густини вихрових 
струмів в точці Q  перерізу масивних провідників 

1 2 3D D D D   ; 

 ,M t ,  ,M t  – теж саме в точці M ; 
 – питома електропровідність матеріалів осердя, 

кілець та статора; 
           ,  ,  – абсолютна магні-

тна проникність матеріалів феромагнітних кілець яко-
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ря та статора при наближенні до точки M  відповідно 
зсередини та ззовні; 
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де  Qr , Qz , Mr , Mz  – координати точок Q  та M  
відповідно; 

( )K k , ( )E k  – повні еліптичні інтеграли першого 
та другого роду; 

     , , , zQ t V Q t B Q t e    
    – доданок, що від-

повідає за вплив швидкості руху якоря на розподіл 
густини вихрових струмів; 

 ,V Q t  – швидкість руху якоря відносно статора; 

 ,B Q t


 – магнітна індукція, що обумовлена 
струмами 2 ( , )w M t  обмотки статора, вихровими 
струмами 2 ( , )M t  в масивному статорі та струмами 
намагнічування 2 ( , )M t  на його границі 
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де    0
w Q ,    0 M ,    0 Q  – початкові значення 

густини струмів в обмотці статора, вихрових струмів 
та струмів намагнічування, які визначаються з доко-
мутаційного режиму. 

Розрахунок поля постійних, однорідно-
намагнічені паралельно вісі Oz , магнітів можна звес-
ти до розрахунку поля від простого шару струмів з 
густиною J zJ n e    

    на границі wl  постійних маг-

нітів [11], де n  – зовнішня нормаль до границі магні-
ту, що враховано при  виводі рівняння (3). 

Доповнюємо інтегро-диференційні рівняння для 
густини струмів (3), (4) рівняннями руху якоря з поча-
тковими умовами: 
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де ( )емF t ,  зF t ,  дF t  – миттєве значення z-
проекції електромагнітної сили, зовнішньої сили та 
демпферної сили; 

   00z z ,    00V V  – початкові значення коор-
динати та швидкості руху якоря. 

Апроксимація системи інтегро-диференційних 
рівнянь. Для апроксимації за просторовими змінними 
використовується метод повного осереднення [9, 10, 
11,2], який має переваги перед іншими завдяки роз-
биттю областей на доволі великі, порівняно з вимога-
ми інших методів, ділянки при зберіганні точності 
апроксимації. 

Розбиваємо меридіанний переріз кожного з маси-
вних провідників mD ,  1,2,3m , відповідно на 

mDN  

елементарних областей miD , 1,2,...,
mDi N , а слід 1l , 

2l  від перерізу меридіанною площиною границі феро-
магнітних кілець якоря 1D  та статора 2D  на 

1l
N , 

2l
N  

елементарних ділянок iml , 1,2,...,
ml

i N ,  1,2m . 

Переріз обмотки статора 2wD  розбиваємо на 
2wDN  об-

ластей, кожна з яких є переріз котушки із заданою 
густиною струму. Розбиваємо границю wl  постійних 
магнітів на wN  елементарних відрізків wil , 

1,2,..., wi N . Для шуканих величин використовуємо 
кусочно-постійну апроксимацію. 

Застосовуючи метод повного осереднення, сис-
тема інтегро-диференційних рівнянь (3), (4) апрокси-
мується за просторовими змінними наступною систе-
мою рівнянь: 
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де     0 2  ;    0 0k k k      ,  1,2k ; 

       1 2, ,...,
Dm

T

m m m mNt t t t    


 – вектор-стовпець, 

елементами якого є миттєві значення густини вихро-
вих струмів у центрі елементарної області 

miD , 1,2,...,
mDi N ,  1,2,3m ; 

 ,
k m

ki mj

L D M Q
l D

P P Q M ds dl
 

   , 1,
kl

i N ,    1,
mDj N , 

 1,2k ,  1,2,3m ; 

 ,
k m

ki mj

L L M Q
l l

P P Q M dl dl
 

   , 1,
kl

i N ,    1,
ml

j N , 

 1,2k ,  1,2m ; 

1 2, ,...,
lkk k k kNL diag l l l      – діагональна матриця 

розмірності 
k kl lN N , елементами якої є довжини від-

різків ikL , 1,2,...,
kl

i N , на які розбивається границя 

kl  k -го феромагнітного тіла,  1,2k ; 

       1 2, ,...,
Lm

T

m m m mNt t t t    
  – вектор-стовпець, 

елементами якого є значення миттєвої густини стру-
мів намагніченості в центрі елементарної ділянки 

miL , 1,2,...,
ml

i N ,  1,2m ; 

 ,
k w

ki wj

L L M Q
l l

P P Q M dl dl
 

   , 1,
kl

i N , 1,
wl

j N , 

 1,2k ; 

   ,
k w

ki w

T

L L J J M Q
l l

P M P Q M dl dl


   
 , 1,2,..., kii N , 

 1,2k  – вектор-стовбець розмірності 
kl

N , що врахо-
вує поле постійних магнітів; 

       
22 21 22 2, ,...,

Dw

T

w w w w Nt t t t    


 – вектор-стовпець 

розмірності 
2wDN ; його компонентами є миттєві зна-

чення густини вихрових струмів на ділянках 2w jD , 

2
1,2,...,

wDj N , на які розбивається область 2wD ; 

 
2

2

,
k w

ki w j

L D M Q
l D

P P Q M ds dl
 

   , 1,
kl

i N , 

 1,2k ,
2

1,
wDj N ; 

1 2, ,...,
Dkk k k kND diag D D D      – діагональна матриця 

розмірності
k kD DN N , елементами якої є площі елеме-

нтів kiD , 1,2,...,
kDi N , на які розбивається переріз 

kD ,  1,2,3k ; 

( , )
k m

k i m j

D D M Q
D D

T T Q M ds ds
 

   , 1,
kDi N , 1,

mDj N , 

 , 1,2,3k m ; 

( , )
k m

k i m j

D L M Q
D l

T T Q M dl ds
 

   , 1,
kDi N , 1,

ml
j N , 

 1,2,3k  1,2m ; 

  ( , )
k w

ki w j

T

D L J J M Q
D l

T M T Q M dl ds
 

   
  , 1,

kDi N , 

1,
wl

j N ,  1,2,3k – вектор-стовбець розмірності 
kl

N , 
що враховує поле постійних магнітів; 

2

2

( , )
k w

ki w j

D D M Q
D D

T T Q M ds ds
 

   , 1,
kDi N , 

2
1,

wDj N , 

 1,2,3k ; 

3

3

( , )
k

k i j

rD D M Q
D D

B T Q M ds ds
 

   , 1,
kDi N , 

3
1, Dj N , 

 1,2k ; 

2

2

( , )
k

k i j

rD L M Q
D l

B T Q M dl ds
 

   , 1,
kDi N , 

2
1, lj N , 

 1,2k ; 

2

2

( , )
k w

ki w j

rD D M Q
D D

B T Q M ds ds
 

   , 1,
kDi N , 

2
1,

wDj N , 

 1,2k . 



ISSN 2409-9295 (print)           Електричні машини та електромеханічне перетворення енергії 

Вісник НТУ «ХПІ». 2015. № 5 (1114)         41 

Далі на часовій осі обираємо, в загальному випа-
дку, нерівномірну сітку nt n  , 1,2,3...n ,   – шаг 
часової сітки. Проінтегруємо рівняння (11)-(13) на 
відрізку часу  1,n nt t , при цьому інтеграли замінимо 
наступними наближеними виразами: 

 
1

11
n

n

t

n n n
t

t dt c t c t



          

  
,            (14) 

     
1

1
1

n

n

t
n n

DD DD n DD n
t

T t dt T t T t
t







    


  

,        (15) 

де c  – ваговий коефіцієнт, який приймає значення 
 0;0,5;1 . При 0c  та 1c  вираз (14) являє собою 
формули прямокутників (перший порядок точності), 
при 0,5c  – формули трапецій (другий порядок точ-
ності). 

Система диференційних рівнянь (9)-(13) апрок-
симується наступною системою алгебраїчних рівнянь: 

   

 

1 1 1 2 1 3

1 1

31 2 1 1
1 2 3
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1
1 1

( ) ( ) ( )
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     
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  ;(16) 
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     
    

  
 

   
2 1 2 2

2 2
1 2 2( ) ( )n n

L L n L L nP t L P t           
   

   
2 2 2

2 2
2 ( )

w

n n
L Lw J L D w nP P t 

   
 

 ; (17) 

         

        

1 1 1 2

1 3 1 3

1 2
1 2

1 0

3
3

0

1

1

n n
D D n D D n

n n
D D n rD D n

D c t
T t T t

T V t c tB t

    
     

   
 

       

 


 

             
1 1 1 2 1 21 21n n n

D L n D L n rD L nT t T V t c tB t       
   

         

       

1 2 1 2

1 1 1 2

2

1 11 2
1 1 2 1

1 0

1
w w

n n
D D n rD D w n

n n
D D n D D n

T V t c tB t

D c t
T t T t 

 

     

   
         



   

           
1 3 1 3 1 1

1 1 13
1 3 1 1 1

0

n n n
D D n rD D n D L nT V t c tB t T t  

  

 
        

   

        
        
1 2 1 2

1 2 1 2

1 1
1 2 1

1 1
1 2 1 ;

w w

n n
D L n rD L n

n n
D D n rD D w n

T V t c tB t

T V t c tB t

 
 

 
 

    

   



  (18) 

         

        

2 1 2 2

2 3 2 3

2 2
1 2

2 0

3
3

0

1

1

n n
D D n D D n

n n
D D n rD D n

D c t
T t T t

T V t c tB t

   
     

   
 

       

 


 

           
2 1 2 2 2 21 21n nn

D L n D L n rD L nT t T V t c tB t       
   

             

   

2 2 2 2 2 1

2 2

1
2 1 1

12 2
2 1

2 0

1
w w

n n n
D D n rD D w n D D n

n
D D n

T V t c tB t T t

D c t
T t







       

   
       

 

  

             
2 3 2 3 2 1

1 1 1
1 3 1 1 11n n n

D D n rD D n D L nT V t c tB t T t  
         

   

         
         

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1
1 2 1

1 1
1 2 1

1

1 ;
w w

n n
D L n rD L n

n n
D D n rD D w n

T V t c tB t

T V t c tB t

 
 

 
 

     

    



  (19) 

       

   

       

3 1 3 2

3 3

3 1 3 2

2
1 2

0

3 3
3

3 0

1 2

n n
D D n D D n

n
D D n

n n
D L n D L n

T t T t

D t T t

T t T t


   



   
       

    

 



 

 

           

   

3 2 3 1 3 2

3 3

1 12
2 1 1 2 1

0

13 3
3 1

3 0

w

n n n
D D w n D D n D D n

n
D D n

T t T t T t

D t
T t

 
 





      



   
       

  


 

       
       

3 1 3 2

3 1 3 1 3 2

1 1
1 1 2 1

1 1
2 1 .

w

n n
D L n D L n

n n n
D Lw J D Lw J D D w n

T t T t

T T T t

 
 

 


    

     

 

   (20) 

За допомогою методу повного осереднення [9, 
10, 11,2] та перетворень (14)-(15) система інтегро-
диференційних рівнянь (3)-(4) зводиться до системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь (16)-(20) для густини 
струмів намагніченості  nt

  на границях феромагні-

тних тіл, та густини вихрових струмів  nt


 в перерізі 

масивних провідників при відомих значеннях  1nt 
  

та  1nt 


,  2 1w nt 


. 
Знаючи розподіл густини струмів можна визна-

чити величину електромагнітної сили, що діє з боку 
нерухомого статора на рухомий якір [1, 4, 9].  

Пошук рзв’язку ускладнюється тим, що необхід-
но сумісно розв’язувати електромагнітну задачу з по-
шуку розподілу густини струмів (16)–(20) з початко-
вими умовами (5) та електромагнітної сили, що діє на 
якір з боку статора, та задачу механіки з пошуку по-
ложення якоря та швидкості його руху (6)–(8). 

На основі [8] розроблено алгоритм пошуку рі-
шення нестаціонарної електромеханічної задачі руху 
якоря коаксіально-лінійного двигуна за різних режи-
мів живлення і навантаження, блок-схему якого пред-
ставлено на Рис. 2. 

З блок-схеми (Рис. 2) видно, що після задавання 
початкових значень координати  1nz  , швидкості руху 

якоря  3/2nv  , сили, що діє на якір F   та розподілу 

густини струмів  1n , на дрібній часовій сітці в мо-

мент часу it  на інтервалі від  1nt   до  1/2nt   послідовно 
розв’язується електромагнітна задача і шукається зна-
чення сили iF   що діє на якір, 1,i m , m  – кількість 
елементів розбиття інтервалі від  1nt   до  1/2nt  . 
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Далі знаходиться середнє значення сили F   на 
інтервалі від  1nt   до  1/2nt  . Знаючи F   та F   - сере-

днє значення сили на інтервалі від  3/2nt   до  1nt   зна-
ходимо середнє значення сили, що діє на якір на інте-
рвалі часу від 1.5nt   до  1/2nt  , і перше наближення 

швидкості  1/2nv  . 

За відомих  1nz  ,  1/2nv  ,  1n  на інтервалі від 

 1nt   до  1/2nt   послідовно розв’язується електромагні- 
 

тна задача і шукається уточнене значення сили iF  . 
Знаючи середнє значення сили F   на інтервалі від 
 1nt   до  1/2nt   знаходимо нове положення якоря  nz , 

та уточнене значення швидкості руху якоря  1/2nv  .  

На інтервалі від  1/2nt   до  nt  послідовно 
розв’язується електромагнітна задача і шукається зна-
чення сили iF  , за яким знаходиться середнє значення 
F  . 

 

 
Рис. 2 – Блок-схема алгоритму розв’язку нестаціонарної  

електромеханічної задачі 
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Результати досліджень. Розроблений алгоритм 
розв’язку нестаціонарної електромеханічної задачі 
було реалізовано на мові програмування FORTRAN і 
проведено ряд чисельних експериментів. Для перевір-
ки достовірності отриманих результатів проводилось 
порівняння з розв’язком, що отримано за допомогою 
програмного пакету COMSOL Multiphysics 3.5a для 
статичних випадків. 

1. Для одного полюсного ділення проводився ро-
зрахунок r- компоненти індукції магнітного поля в 
зазорі при наявності масивних феромагнітних провід-
ників і при зміні густини сили струму в котушці за 
законом:   max sin( t)t   . 

Максимальне амплітудне значення густини стру-
му приймають 6

max 3 10    А/м2. Геометричні параме-
три лінійного двигуна наведені а рис. 1. б, питома 
провідність масивних тіл: 6

1 2 3 7,6 10        См/м, 
абсолютна магнітна проникність 2 3 0100    , 

7
0 4     Гн/м. 

На рис. 3 наведено Залежність значення  
r-компоненти індукції магнітного поля від часу в точці 
з координатами (0,1045;-0,02), що дозволяє зробити 
висновок, що середньоквадратичне відхиленні рішен-
ня, отриманого з використанням розробленого алгори-
тму від рішення отриманого за допомогою програмно-
го пакету COMSOL Multiphysics 3.5a становить не 
більше 3%. 

Рис. 3 – Залежність значення r-компоненти індукції магніт-
ного поля від часу в точці 

 з координатами (0,1045;-0,02). 

 
2. Проводився розрахунок динамічного режиму 

роботи коаксіально-лінійного двигуна з кількістю пар 
полюсів 2 5p  , масою якоря 3000m  кг, жорсткістю 
пружин 735750k   Н/м, коефіцієнт в’язкого тертя 
  кг/с, початкове положення якоря 
 0 0,02z   м, початкова швидкість  0 0V   м/с.  

На рис. 4, 5 наведено результати розрахунку ко-
ординати положення якоря та z  –компоненти сили, 
що діє на нього з боку статора. 

 
Рис. 4 – Залежність зміщення якоря коаксіально-

лінійного двигуна від часу 

 
Рис. 5 – Залежність електромагнітної компоненти сили, 

що діє на якір коаксіально-лінійного двигуна з боку статора 
від часу та положення якоря 

Висновки. В даній роботі проведено дискретиза-
цію системи інтегро-диференційних рівнянь для по-
шуку густини струмів намагніченості на границі маг-
нітопроводів та густини вихрових струмів у масивних 
провідниках коаксіально-лінійного двигуна з постій-
ними магнітами та розроблено алгоритм чисельного 
розв’язку нестаціонарної електродинамічної задачі 
руху якоря коаксіально-лінійного двигуна, що дозво-
ляє з достатньою точністю проводити розрахунок та 
дослідження режимів його роботи.  
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